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В.І. Стогній, І.М. Копась, С.С. Коваленко 
СИМЕТРІЙНИЙ АНАЛІЗ ОДНОГО КЛАСУ (2+1)-ВИМІРНИХ ЛІНІЙНИХ                              
УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ 
In this paper, a class of (2+1)-dimensional linear ultra-parabolic equations of the second order is investigated by            
using the methods of group analysis of differential equations. The class under study generalizes a number of the            
classical equations of mathematical physics such as the free Kramers equation, the linear Kolmogorov equation etc. 
The classification of the symmetry properties of equations from the class is carried out by using the well-known Lie—
Ovsiannikov algorithm. At the first step, a kernel of the maximal algebras of invariance (MAIs) of the differential 
equations under study is found. It is proved that the one is a three-dimensional. A theorem about a “minimal” MAI 
of differential equations from the class is also formulated. At the second step, a group of equivalence transformations 
of the class under study is found. First, by using the infinitesimal method, the group of continuous equivalence           
transformations is calculated, which is then added to the complete equivalence group by two discrete transformations. 
At the third step, as a result of analysis of the system of determining equations, a theorem giving necessary conditions 
of the extension of the “minimal” MAI is formulated, namely, it is proved that a functional parameter involved in 
the class under study must satisfy one of the two Rikkati equations. Three examples of differential equations satisfying 
the necessary conditions of extension of the “minimal” MAI are considered. The MAIs of all equations are found.            
It is shown that among the examples considered the linear Kolmogorov equation admits the maximal symmetry              
properties. 
Keywords: linear ultra-parabolic equation, Lie symmetry, maximal algebra of invariance, equivalence transformation. 
Вступ 
Методами групового аналізу диференціаль-
них рівнянь досліджується такий клас (2+1)-ви-
мірних лінійних ультрапараболічних рівнянь: 
 ( ( ) ) ( )t xx x yu u A x u x u= − − ,  (1) 
де ( , , )u u t x y= ; t uu t














∂= ∂ ; ( )A x  — довільна гладка в деякій 
області простору R  функція змінної x . 
Клас (1) містить низку відомих диференці-
альних ультрапараболічних рівнянь другого по-
рядку, які описують різноманітні процеси у 
природничих науках. 
Так, у випадку ( ) 0A x ≡  рівняння (1) на-
буває такого вигляду: 
 t xx yu u xu= − .  (2) 
Це рівняння було запропоноване А.М. Кол-
могоровим у 1933 р. [1] (див. також [2]) для 
опису броунівського руху частинки. Зауважимо 
також, що останнім часом воно почало актив-
но застосовуватися в деяких питаннях фінан-
сової математики [3]. 
У випадку ( )A x x= −  рівняння (1) є віль-
ним рівнянням Крамерса: 
 ( )t x x yu xu u xu= + − ,  (3) 
яке описує рух частинки у флуктуючому середо-
вищі [4, 5]. Також у цьому випадку рівняння (1) 
є рівнянням кольорового шуму [5]: 
( ) (( ( ) ( )) )t x x yu xu u h y x g y u= + − +  
при ( ) 0h y ≡  і ( ) 1g y = . 
Зауважимо також, що рівняння (1) є окре-





[ ( , ) ] [ ( , ) ]
2i iji i ji i j
u
A t x u B t x u
t x x x= =
∂ ∂ ∂= − +∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑ , 
де 1 2( , )x x x= ; коефіцієнти зносу ( , )t xA  та ди-
фузії ( , )t xB  визначаються відповідно як вектор 
1 2( , ) ( ( , ), ( , ))t x A t x A t x=A  
і матриця 
2
, 1( , ) | | ( , ) ||ij i jt x B t x ==B . 
Легко бачити, що коефіцієнти зносу та 
дифузії рівняння (1) мають відповідно такий 
вигляд: 
( , , ) ( ( ), )t x y A x x=A , 2 0( , , )
0 0
t x y
⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎝ ⎠
B . 
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Дослідження симетрійних властивостей ди-
ференціальних рівнянь вигляду (1) було розпо-
чато в роботі [6], де для вільного рівняння 
Крамерса (3) було знайдено максимальну алгеб-
ру інваріантності (МАІ), оператори якої були 
використані для побудови точних інваріантних 
розв’язків цього рівняння [7]. У праці [8] для 
рівняння (2) було отримано ряд точкових пере-
творень симетрії, проте повний груповий ана-
ліз цього рівняння не було проведено. МАІ рів-
няння (2) була обчислена в [9]. Також у цій 
статті було проведено класифікацію всіх дво-
вимірних підалгебр знайденої МАІ, проведено 
симетрійну редукцію рівняння (2) до звичай-
них диференціальних рівнянь і побудовано ряд 
його точних інваріантних розв’язків. 
Отже, з точки зору теоретико-групових ме-
тодів було досліджено лише окремі рівняння з 
класу (1), тоді як вичерпного опису симетрій-
них властивостей диференціальних рівнянь із 
цього класу ще не було проведено. 
Постановка задачі 
Метою роботи є: 1) знайти ядро kerA  МАІ 
диференціальних рівнянь із класу (1); 2) знайти 
необхідні умови розширення ядра kerA ; 3) роз-
глянути ряд конкретних рівнянь вигляду (1) з 
нетривіальними симетрійними властивостями. 
Ядро максимальних алгебр інваріантності ди-
ференціальних рівнянь із класу (1) 
Знайдемо ядро kerA  МАІ диференціальних 
рівнянь із класу (1), тобто обчислимо МАІ рів-
няння (1) у випадку довільної функції ( )A x . 
Теорема 1. Ядром kerA  МАІ диференціаль-
них рівнянь із класу (1) є тривимірна алгебра 
Лі, що генерується такими базисними операто-
рами: 
 1 tX = ∂ , 2 yX = ∂ , 3 uX u= ∂ .  (4) 
Дов е де нн я . Згідно із загальним алгорит-
мом Лі [10, 11] інфінітезимальні оператори, що 
генерують алгебру інваріантності рівняння (1), 
шукаємо в класі диференціальних операторів 
першого порядку 
 0 1 2x y utX = ξ ∂ + ξ ∂ + ξ ∂ + η∂ ,  (5) 
де ( , , , )i i t x y uξ = ξ , 0,1,2i = ; ( , , , )t x y uη = η  — 
довільні двічі диференційовані функції в деякій 
області простору незалежних змінних t , x , y  
та залежної змінної u . 
Умова інваріантності рівняння (1) віднос-
но оператора (5) має вигляд 
1 1t xx x
xA u A A u A′′ ′ ′ϕ − ϕ + ξ + η + ξ + ϕ +  
 1 (1)| 0,
y
yu x+ ξ + ϕ =   (6) 
де 
0 1 2( ) ( ) ( ) ( )t t t t x t y tD u D u D u Dϕ = η − ξ − ξ − ξ ; 
0 1 2( ) ( ) ( ) ( )x x t x x x y xD u D u D u Dϕ = η − ξ − ξ − ξ ; 
0 1 2( ) ( ) ( ) ( )y yy t x y y yD u D u D u Dϕ = η − ξ − ξ − ξ ; 
0 1 2( ) ( ) ( ) ( )xx xx tx x xx x xy xD u D u D u Dϕ = ϕ − ξ − ξ − ξ , 
де tD , xD , yD  — оператори повного диферен-
ціювання відповідно за змінними t , x , y ; 
умова (1)|  в (6) означає заміну tu  на 
( ( ) )xx x yu A x u x u− − ; dAA d x′ = . 
Виконавши в (6) відповідні перетворення 
та обчислення, переконуємось, що визначальні 
рівняння для знаходження координат операто-
ра X  та функції ( )A x  мають такий вигляд: 
0 0 1 2 0x y xx x uuξ = ξ = ξ = ξ = η = ; 
0 12 0t xξ − ξ = ; 
 1 0 2 2( ) 0t y txξ + ξ − ξ − ξ = ;  (7) 
1 1 0 1 12 ( ) 0xu t y t xx A A′η + ξ + ξ − ξ − ξ − ξ = ; 
t xx y x ux A A A u′ ′η − η + η + η + η − η +  
0 1 0t A u A u′ ′′+ ξ + ξ = . 
З першого рівняння системи (7) випливає, 
що 0 0( )tξ = ξ ; 1 1( , , )t x yξ = ξ ; 2 2( , )t yξ = ξ ; η =  
( , , ) ( , , )t x y u t x y= α + β , тоді останні чотири рів-
няння набудуть такого вигляду: 
0 12 0t xξ − ξ = ; 
1 0 2 2( ) 0t y txξ + ξ − ξ − ξ = ; 
104 Наукові вісті НТУУ "КПІ" 2014 / 4 
 
 1 1 0 1 12 ( ) 0x t y t xx A A′α + ξ + ξ − ξ − ξ − ξ = ;  (8) 
0 1 0t xx y x tx A A A′ ′′α − α + α + α + ξ + ξ = ; 
0t xx y xx A A′β − β + β + β + β = . 
Оскільки функція A  — довільна, то, роз-
щепивши рівняння системи (8) за A  та її похід-
ними, одержимо такі рівності: 
 0 1 2 2 0t t y t x yξ = ξ = ξ = ξ = α = α = α = β = .  (9) 
Із системи (9) випливає, що 
 0 1cξ = ; 1 0;ξ =  2 2cξ = ; 3c uη = ,  (10) 
де 1c , 2c , 3c  — довільні дійсні сталі. Оператор 
X  із координатами (10) породжує алгебру (4). 
Теорему доведено. 
Наслідок 1. Диференціальне рівняння (1) з 
довільною фіксованою функцією ( )A x  допус-
кає як алгебру інваріантності нескінченновимір-
ну алгебру Лі з таким набором базисних опера-
торів: 
1 tX = ∂ , 2 yX = ∂ , 3 uX u= ∂ , ( , , ) uX t x y∞ = β ∂ , 
де ( , , )t x yβ = β  — довільний гладкий розв’язок 
відповідного рівняння (1). 
Група перетворень еквівалентності класу рів-
нянь (1) 
Перш ніж перейти до розв’язання задачі 
класифікації симетрійних властивостей дифе-
ренціальних рівнянь із класу (1), знайдемо гру-
пу перетворень еквівалентності цього класу. 
Означення. Перетворенням еквівалентності 
класу рівнянь (1) називається невироджена             
локальна заміна змінних 
( , , , )t T t x y u= ; ( , , , )x X t x y u= ; ( , , , )y Y t x y u= ; 
( , , , )u U t x y u= ; ( , , , , )A t x y u A= Φ , 
яка переводить кожне рівняння з класу (1) на 
функцію ( , , )u u t x y=  з довільним елементом A  
у деяке інше рівняння з цього самого класу на 
функцію ( , , )u u t x y=  з новим довільним еле-
ментом A . 
Множина перетворень еквівалентності ста-
новить групу перетворень еквівалентності, яку 
ми надалі позначатимемо E . Неперервна час-
тина цієї групи cE  утворює групу Лі, алгебру 
Лі якої знаходять за відомим алгоритмом [10, 
11]. 
Теорема 2. Алгебра Лі неперервної підгру-
пи cE  групи перетворень еквівалентності E  
класу рівнянь (1) генерується такими операто-
рами: 
1 tE = ∂ ; 2 yE = ∂ ; 3 uE u= ∂ ; 4 y xE t= ∂ + ∂ ; 
 5 2 3x y AtE t x y A= ∂ + ∂ + ∂ − ∂ . 
Скінченні перетворення, що відповідають 
операторам з теореми 2, отримуються розв’язу-
ванням відповідних рівнянь Лі. Провівши не-
обхідні обчислення, приходимо до такого тверд-
ження. 
Наслідок 2. Група cE  неперервних перетво-
рень еквівалентності класу рівнянь (1) склада-
ється з таких перетворень: 
2
1t t= α + δ ; x x= α + β ; 3 2y y t= α + β + δ ; 
u u= γ ; 1A A= α , 
де 0α > ; β ; 0γ > ; ( 1,2)i iδ =  — довільні дійсні 
сталі. 
Зауваження 1. Група E  перетворень еквіва-
лентності досліджуваного класу диференціальних 
рівнянь (1), крім неперервної її підгрупи, міс-
тить також ряд дискретних перетворень, а саме 
такі дві інверсії: 
 1) u u→ − ; 
 2) , ,x x y y A A→ − → − → − . 
Розширення ядра максимальних алгебр інварі-
антності диференціальних рівнянь із класу (1) 
Тепер розглянемо розв’язок задачі виділен-
ня з класу (1) тих диференціальних рівнянь, які 
мають нетривіальні симетрійні властивості, тобто 
допускають алгебру інваріантності вищої розмір-
ності, ніж ker ( , , )s uA t x y⊕ 〈β ∂ 〉, де ( , , )t x yβ = β  — 
довільний гладкий розв’язок відповідного рів-
няння (1); символом s⊕  тут і надалі познача-
ється напівпряма сума двох алгебр Лі. Для цьо-
го необхідно розв’язати систему визначальних 
рівнянь (8). 
Із перших трьох рівнянь цієї системи отри-
муємо 
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0 ( )tξ = τ , 1 1 3
2 2
x y′ ′′ ′ξ = τ + τ + ϕ , 2 3
2








x A x A′ ′′ ′+ τ − ϕ + ϕ + μ ,  (12) 
де ( )tϕ = ϕ  і ( , )t yμ = μ  — довільні гладкі функ-
ції своїх змінних; штрих означає диференцію-
вання за змінною t . 
Підстановка виразів (11) і (12) у четверте 
рівняння системи (8) приводить до такого рів-
няння: 
(4) 23 5 1( ) ( 2 )
4 4 4




2 2 y t
x x′′′ ′ ′− ϕ + ϕ Φ + μ + μ = ,  (13) 
де 21( )
2
x A A′Φ = + . 
Провівши аналіз рівняння (13), приходимо 
до такого твердження. 
Теорема 3. Диференціальне рівняння (1) з 
деякою фіксованою функцією ( )A x  допускає 
алгебру інваріантності вищої розмірності за 
ker ( , , )s uA t x y⊕ 〈β ∂ 〉 , де ( , , )t x yβ = β  — довіль-
ний гладкий розв’язок відповідного рівняння (1) 
тоді, коли функція ( )A x  (вибрана з точністю 
до перетворень еквівалентності з групи E ) за-
довольняє одне з таких двох рівнянь: 




A A k x k
x x
− −′ + = + + + ,  (14) 
 2 22 1 0
1
2
A A m x m x m′ + = + + ,  (15) 
де ik  ( 2, 1,0,1i = − − ), jm  ( 0,1,2)j =  — дійсні 
сталі. 
Зауважимо, що рівняння (14) і (15) є рів-
няннями Ріккаті, загальний розв’язок яких не 
вдається побудувати у квадратурах, проте для 
деяких конкретних значень сталих ik  і jm  
розв’язки відповідних рівнянь є відомими [12]. 
Тут ми не ставимо за мету проаналізувати всі 
можливі варіанти, а зупинимося лише на де-
яких типових прикладах. 
Приклад 1. 1 0 1 0k k k− = = = , 2 12k− = − . 








= + .  (16) 
Рівняння (1) з функцією ( )A x , яка зада-
ється рівнянням (16), допускає як МАІ нескін-
ченновимірну алгебру Лі з таким набором ба-
зисних операторів: 




lnt x y u
X t x y u
x
= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ , ( , , ) ,uX t x y∞ = β ∂  
де ( , , )t x yβ = β  — довільний гладкий розв’язок 
відповідного рівняння (1). 
Отже, в цьому випадку розширення симе-
трійних властивостей відбувається за рахунок 
одного оператора 4X . 
Приклад 2. 0 1m = − , 1 0m = , 2 12m = . 
У цьому випадку частинним розв’язком 
рівняння (15) є функція ( )A x x= − , тобто рів-
няння (1) є вільним рівнянням Крамерса (3). 
Його МАІ була обчислена у статті [6] і генеру-
ється такими операторами: 
 1 tX = ∂ , 2 yX = ∂ , 3 uX u= ∂ , 
4 2 2 ( )x y uX t x y u= ∂ + ∂ − + ∂ , 5 ( )t yxX e −= −∂ + ∂ , 
6 ( )
t
x y uX e xu= ∂ + ∂ − ∂ , ( , , ) uX t x y∞ = β ∂ , 
де ( , , )t x yβ = β  — довільний гладкий розв’язок 
рівняння (3). 
Як бачимо, скінченновимірна частина МАІ 
вільного рівняння Крамерса є шестивимірною і 
розширюється порівняно із kerA  за рахунок 
операторів 4X , 5X  і 6X . 
Приклад 3. 0 1 2 0m m m= = = . 
Загальним розв’язком відповідного рів-
няння (15) є такі функції: 
 1( ) 0A x = , 2 2( )A x x c= + , 
де c  — довільна стала інтегрування. 
Випадок функції 1( ) 0A x =  приводить до 
рівняння (2), МАІ якого була обчислена у пра-
ці [9] і генерується такими операторами: 
 1 tX = ∂ , 2 yX = ∂ , 3 uX u= ∂ , 4 x yX t= ∂ + ∂ , 
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5 2 3 yt xX t x y= ∂ + ∂ + ∂ , 26 2 y uxX t t xu= ∂ + ∂ − ∂ , 
2 2
7 ( 3 ) 3 ( 2 )yt uxX t t x y ty x t u= ∂ + + ∂ + ∂ − + ∂ , 
2 3
8 3 3( )x y uX t t y tx u= ∂ + ∂ + − ∂ , ( , , ) uX t x y∞ = β ∂ , 
де ( , , )t x yβ = β  — довільний гладкий розв’язок 
рівняння (2). 




=  (тут для 
простоти покладено 0c = , що не зменшує за-
гальності міркувань) МАІ відповідного рівнян-
ня (1) породжується такими операторами: 
1 tX = ∂ , 2 yX = ∂ , 3 uX u= ∂ ,  
 4
1
x y uX t ux
= ∂ + ∂ + ∂ , 5 2 3t x yX t x y= ∂ + ∂ + ∂ , 
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( 3 ) 3t x y u
y
X t t x y ty x t u
x
⎛ ⎞= ∂ + + ∂ + ∂ − + − ∂⎜ ⎟⎝ ⎠ , 
2
2 3
8 3 3x y u
t
X t t y t x u
x
⎛ ⎞= ∂ + ∂ + − + ∂⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
, 
( , , ) uX t x y∞ = β ∂ , 
де ( , , )t x yβ = β  — довільний гладкий розв’язок 
відповідного рівняння (1). 
Бачимо, що як у випадку функції ( ) 0A x = , 
так і у випадку 2( )A x
x
=  відповідні рівняння 
вигляду (1) мають найширші серед розглянутих 
прикладів симетрійні властивості, а саме скін-
ченновимірна частина відповідних МАІ цих рів-
нянь є восьмивимірною. 
Зауваження 2. Однакова розмірність МАІ 
рівнянь (1) з ( ) 0A x =  і 2( )A x
x
=  наводить на 
думку, що ці рівняння можуть бути зведені од-
не в одне за допомогою деякого точкового пе-
ретворення змінних. Дійсно, прямою перевір-
кою легко показати, що за допомогою заміни 
змінних 
 t t→ , x x→ , y y→ , 1u u
x
→   (17) 
рівняння (1) з 2( )A x
x
=  зводиться до рівнян-
ня (2), тобто до рівняння (1) з ( ) 0A x = . 
Відзначимо, що перетворення (17) не вхо-
дять до групи E  перетворень еквівалентності 
класу рівнянь (1), тобто вони є так званими 
допустимими (за іншою термінологією — фор-
мозберігаючими) перетвореннями в цьому кла-
сі рівнянь [13, 14]. 
Висновки 
У цій статті методами групового аналізу 
диференціальних рівнянь вивчався клас (1) лі-
нійних (2+1)-вимірних ультрапараболічних рів-
нянь другого порядку, який узагальнює низку 
класичних диференціальних рівнянь математич-
ної фізики, таких як вільне рівняння Крамерса, 
рівняння Колмогорова, рівняння кольорового 
шуму тощо. 
Класифікація симетрійних властивостей ди-
ференціальних рівнянь із класу (1) проводилася 
на основі класичного методу Лі. На першому 
етапі знайдено ядро МАІ диференціальних рів-
нянь з класу (1); далі з використанням інфіні-
тезимального методу обчислено групу неперерв-
них перетворень еквівалентності класу (1), яку 
доповнено до повної групи перетворень еквіва-
лентності двома дискретними перетвореннями.  
Головним вислідом роботи є теорема 3, 
яка дає необхідні умови того, щоб диференці-
альне рівняння вигляду (1) допускало нетриві-
альні симетрійні властивості. Було доведено, 
що для цього функція ( )A x , яка входить до 
складу рівняння (1), повинна задовольняти одне 
з двох рівнянь Ріккаті (14) і (15). Як ілюстра-
цію цього було розглянуто три приклади рів-
нянь вигляду (1) з нетривіальними симетрій-
ними властивостями. Було показано, що серед 
розглянутих рівнянь найширшу групу неперерв-
них перетворень симетрії має рівняння Колмо-
горова (2). 
Проте слід зауважити, що повний аналіз 
рівнянь (14) і (15) не було проведено, що може 
стати предметом наших подальших досліджень. 
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